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Navier-Stokes方程 式 の初 期 値 問題 につ い て











§1.は じ め に










Navier・Stokes方程 式 系 は,
で与 え られ る。 ここでZt=u(X,のは流速 をあ らわす ベ ク トル,p=p(x,の は圧 力,f=
∫(㌶ り,は外力ベ ク トル,α=α⑰)は 初期速度ベ ク トルである。.この方 程式系は.
鯉)匡;:竺刷'帆
と変形 出来 る。 ここでPは,L2(9)か らH。(9)の上 への射影作用素,Aは 形式的に は －Pb
で与 え られ るStokes作用素,FはFu=-P(u・grad)ttであ る。 我 々は,こ の抽象的常微分
方程式 の解 の存在 と一意性 について調べ る。 §2では,種 々の関数空間 を定義 し,そ れ らの若干
の性質 を述べ る。 §3では,Stokes作用素 の基 本的性 質 を考察,§4で は,非 線型項1玩 につい
て調べ る。方程式(1-2)の解 の一意存在 となめ らか さについては,Pf=0の ときは §5で,




関数 は特 に断 らない限 り,3次 元実ベ ク トル空間に値 を とるもの とす る。Lp(9)は9上 で
定義 された ρ乗可積分 な実数値関数 を成分 とす るベ ク トル全体,Wpt(9)(1=1,2,…)は1階





と す る 。 但 し





で あ る 。
2つ のBanach空 間XとYの 複 素 補 間 空 間 を 〔X,Y〕eと か く(〔1〕)。σ が 整 数 で な い と




と 定 義 す る 。 こ れ ら の 空 間 の 間 に は,次 の 包 含 関 係 が あ る 。
定 理2-1(〔8〕)
Ωは 胸 有界領地 その境界 ・Ωはなめ らか とする・・〉・・ † 一 σデ ≦か ・<ρ<・
<+。 。 の と き
Hpσ(9)⊂H～(9)
が 成 立 つ 。
p=・2の と き 特 にH2a(9)=Ha(9),H20(9)・・L2(9)と書 く。 定 理2-1に よ り,包 含 関 係
r,i
Hτ(9)⊂=W『121(9)⊂L、2(Ω)
を 得 る 。 こ の 事 実 は §4で 用 い られ る 。
　
C。,。(Ω)は9にコンパ ク トな台を持ち,無 限回連続微分可能 なベ ク トル値 関数gで,divg
　
rO(x∈ρ)をみたす もの全体 とす る。C。,。(Ω)のL,(9)におけ る閉包 をHa(2)と 書 く。uは
一9でなめ らか な関数 とす る
。 この とき,U∈Ha(9)は
divu=0(x∈9),Un=0(x∈∂9)『





とする。H,(Ω)は実 は,gradhと あ らわ され る元全体か らなる。 但 しhは スカラー値関数
である。
Riの区間1で 定義 され,Banach空間Xで 値 を とる関数w(t)が,次 の条件
llw(t)-w(s)11x≦clt-sle(θ>0)
をみたす とき,wは1で θ次H61der連続 であ るとい う。但 しcはt,s∈1に 関係 しない正 定
数であ る。1で θ次H61der連続 な関数全体 をCθ(1:X)と書 く。θ=1の とき,特 にLipschitz
連続 であ る とい う。
§3,Stokes作用素
L,(9)からH。(Ω)の上 への射影作用素 をPと 書 く。Stokes作用素Aは,C三 。(ρ)上で定
義 され た正値対称 作用素 －PdのH。(Ω)に おけるFriedrichs拡張 として与 え られ る(〔2〕)。
AはH。(9)に おけ る正値 自己共役作用素 で,Au=Pfは,方 程 式系
一△u十gradク=f,x∈9,
{divu==O,x∈ ρ,u=O,x∈ ∂9,
に同値 であ る。Stokes作用素の分 数 巾Aa(0<α<1)の定義域については次の結果が知 られ
てい る。作用素Bは
ぽ ⇔{ズ弓 蕊
で定義 された,L2(Ω)における正値 自己共役作 用素 とすれば,次 の定理が成立つ。
定理3-1(〔3〕)
D(Aつ=D(B・)∩H。(9)(0<α〈1)





定理3-1は,補 間法 の一般論 を用 いて 〔3〕で証 明 されてい る。実 は一般化 されたHeinzの
不等式(〔5〕)からも導びかれ ることが 〔7〕に注意 してある。





であ る。但 し ρ=ρ(め は エの ∂Ω か らの距離 をあ らわす。
上 記二定理eeよりD(Aa)を具体 的に知 ることが出来 る。 これは4t方程 式(1-2)の解 の性
質 を記述す る際に,有 用 であ る。 ・'
作 用素Aの 性質 を さらに調べ よ う。 ・4はHilbert空間H。(9)におけ る正値 自己共役作用
素 であ るか ら,そ こで,解 析的半群e-tAを生成す る(た とえば 〔6〕)。H。(9)におけ るノル ム
をll・llであ らわ す ことに しよ う。




が成立つ。C。はt,uに よらない定数 で α≦eの ときは1と とれ る。
211taA"e『tAull→0(t→0)であ る。
証 明







械 立つから輪 一(÷)"と して,・)械畝 ・
ii)任 意 のv∈D(Aa)に 対 し て,
lltaAae－働ll≦1|彦αA"ε　` A(卜η)ll+lltaA"e-`Av|1
で あ る 。 前 段 よ り
lltaAae'"tA(u-w)li≦Callu-vll
v∈D(Aα)で あ る か ら
iltaAae-tAvll=llt"e-tAAαvll≦tallAav[1
で あ る 。 よ っ て
11t"A"e-tAu|1≦c。Ilu-v|1+t"11Aαvll
を 得 る 。D(Aα)(0<α 〈1)はH・(9)で 稠 密 で あ る か ら・ii)が 成 立 つ 。 証 明 終 り。
補 題3-4








で あ る 。 こ こ でU∈D(A")を 用 い た 。
補 題3-3よ り
llAt－αe-tAAaull≦ta"`llAαull
で あ る か ら
11(e-・A-・)・ll≦∫:t・"・ll…ull・=-il'IL"11Aaull
が成立つ。 証 明終 り。
補題3-5
T>0と す る。g(の は区間1=〔0,T〕 で定義 されH。(Ω)で 値 を とる有界可測関数 とし
"(・)-1:e-・・一 '・・(・)ds




∫:11A・e-・一・' g(・)llds≦1:(・一・)tads,?v〈p,ll・(s)ll≦、≒ 糠 」1・ωll
が成立つ。・4"は閉作 用素 であるか ら,w(t)∈D(Aα)を得 る。 次にAαv(の のH61der連続
性 を調べ よ う。 まず,
i)t=oの とき,任 意のh>0に 対 して,
11A・v(h)-A・v(・)ll-"1:姪一 輪 ゐ‖≦ 芸 劉 ・ωll'
であ るか ら,1一α 次H61der連続 である。
ii)t>oのとき
(3-・)A・v(・+h)-A・・(t)一宜ll炉一 口 ⇒ ・ω 紺 ∫㌧ 一 働
とあ らわす。右辺第二項は,Aα が閉作用素であるから,Aα を積分記号の内へ入れることが
出来て,







(3-・)1:ゐ∫ IIA・"e…一 一 ≦∫:d・!:一 噺1・(・)ll
-
。(、L。){t'"・一(t+h)1叫 ・1㌔隈 」1・(・)ll
とな る。 ここで{… …}を 調べ よ う。
t"a-(t+h)'一・+h""・・h"α{σt－α一(1+σ)'-a+1}




が,す べ て のt>0に 対 し て 成 立 つ 。
る こ と が 示 さ れ た 。 以 上 よ り
llA・v(t+h)-A・v(の11≦。 亡筆)h'-a。祭 」1・(・)ll
(彦σ=万)
よって(3-1)右辺第一項 も1一 α 次H61der連続 であ
が すべて のt∈(0,T)に 対 して成立つ。i)ii)より補題3-5は証明 された。
補 題3-6
T>0と する。9(t)は閉区間1・=〔0,T〕で定義 され,Ha(9)で 値 を とる θ次HOIder連







㊥ 一1三 一{・ ω 一・(の}d・+1:e-・-9(t)ds-v・(t)+v・(・)
と分解 す る。 まず η、(のを調べ よ う。
1:Ae「・一{9(5)-9(り}ds≦MI:(t-s)…■(t-s)eds--2tLte
が成立 つ。Aは 閉作用 素で あるか ら,こ れよ りv、(の∈D(A)が 従 う。t+h,t∈(0,T),
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h>0と し て,






-一 ∫:(t-・)・{(t-s)-1-一(t+h-s)一・}ds≦批 ∫1畠 物
と評価 で きる。 但 しah==t-sとおいた。0<θ〈1で あ るか ら積分
1:静
は収束す る。その値 をCと す れば,評 価
‖Ag,ll≦Mche
を得 る。 次にAg2を 調べ よ う。
鋤 一∫:友一{・(・)一・('+・)}ゐ一∫:妾一一{・(の 一・四)泌
={e-hA-e-(t+h)A}{9(t)-9(t十h)}
で あ る 。lie-`"ll≦1であ る か ら
11Aψ211≦2Mhe
が 成 立 つ 。Ag,に つ い て は,
llA・・ll≦1・1・!1+n(t・1・一・)-i(t+・一働 一畔
となる。以上 よりAv、(t)はθ次H61der連続であ る。次に ヵ2(t)を調べ よ う。
1:Ae-・t-s}Ag(t)ds-(・-e-・A)9(り
で あ る が,Aは 閉 作 用 素 で あ る か ら,V2(t)∈D(A)を 得 る 。 一 方t>5と して
Av、(の－Av、(s)=9(t)-9(5)={e-`Ag(t)-e-sAg(s)}
=(1一ビ 吟{9(の 一9(5)}一{e「`-8M-1}e-sAg(5)




を得 る。 ここで補題3-4を用 いた。 よってAv,(t)はθ次H61der連続 である。Vtと τ2に
つ いての結果をあわせ て,・4vの θ次H61der連続性 を得 る。 証明終 り。
§4.非 線型作用素F




で定義 され る。Fの 性質 を調べ よ う。
補題4-1
ら





が 成 立 つ 。
証 明
ら ら
定理3-2に よれば・u∈D(A9)な らば・u∈H㌣ Ω)で ある。一方 ・定理271に よれば・
ら
Hτ(9)⊂W121(9)⊂L、2(9)





で あ る 。 埋 込 み
W-121(Ω)⊂L、2(Ω)
言
は 連 続 で あ る か ら,
MullL,,(o)≦c、liul|TVLt1(9)
5









Navier-Stokes方程 式 の 初 期 値 問 題 につ い て
ら
となる定数C,が 存在 す る。C2も9の み による。故 にu∈D(A9)の とき
ロ
11Fttll≦C、llull21v、,,、・、≦C,C221レ1百ul12
と な る 。C,==C,C22とお け ば 求 め る 不 等 式 を 得 る 。
ii)Fh-Fv==P(u・grad)u-P(v・grad)v=P{(u-v)・grad}u十P(v・grad)(u-v)





を得 る。 よってii)の不等式 が成立 つ。 証 明終 り。
注意4-2
作用素Fは,十 分滑 らかな関数に対 しては もち ろん意味 を持つが,補 題4-1は,uが
　




§5.解 の 存 在
(1-2) 筈 一二 －Au+Fu+Pf・'{u(+0)=a 彦>0,








とお く。関数空 間 夕rは,lll・lllτをノル ムとす る完 備な ノル ム空間 となる。
補 題5-1
夕丁に ノル ム1‖ ・111τを入れ る とBallach空間にな る。
証 明
ヨ 　
{u。}は 夕 欠 のCauchy列 と す る 。 こ の と き,tgAgZi。(のは(0,T〕 で 連 続 で,tに 関 し
一 様 に ,H。(9)の あ る 元v(の に 収 束 す る 。 こ こ でv(t)は(o,T〕 で 連 続 で,supllv(t)ll<
0<t≦T
+。。 であ る。A-§は,瓦(Ω)か らD(Aξ)へ の有界作用素 であ るか ら,t-§A-8U(のは,
16-9
明治大学 科学技術研究所紀要Vo1.13No.16






である。 ,証 明終 り。
解の構成に用い られる積分方程式を導入する。作用素 φは
'⇔{㌻:㌶∴__
と 定 義 さ れ る 。
補 題5-2
i)Uo,u∈ 夕rな らば φu∈ 夕rで,
lllφU川T≦川UolllT+C,βIIIIulllr2
が成[lt・D・ここでc…MPdi・一・の蹴A-B(9.÷)(B(・st)は べ ー・醐)で あ
る 。
ii)u,v∈ 夕rな ら ば
111φu－ψvl‖r≦Coβ1(111ulllT十川vlllr)lllu-vlllT
が 成 立 つ 。
証 明'
i)u∈.9'rと す る 。 補 題3-3と 補 題4-1i)に よ り,i
∫:llAge-・t-・・A・Ea(s)Ilds≦c・!:(・一・)-911A9・(・)ll・ds
≦c・1:◎ 愉 劉 ぷ 姻1ド ・
となる・最右辺の積分の値はt-9B(÷・÷)1・等 ・いから'
柳 論 －F鋼llム ≦c・P・111・111TZ







が 成 立 つ 。 従 っ てi)と 同 様 に して,求 め る 不 等 式 を 得 る 。 証 明 終 り。





i)¢ はtaToに お い てLipschitz連続 で あ る 。 す な わ ち ・ufv∈ 琢 τoな らぽ,
111φu－φv川T≦ro川a-vlllr
が 成 立 つ 。




で あ る が,te,v∈ 顔rOで あ る か ら,
C。β、(llltt111T+1112?lllr)≦4C・β・ Ilu・111T==r・
と な る 。 よ っ てi)が 示 され た 。
ii)tt∈琢 丁0と す る 。 補 題5-2i)に よ り
lllφuIllT≦lllzzolllr十Coβilllu川r2≦川ue lr十4Coβ111iuolllr2
で あ る が,r。=4C。βtlllu。lllr≦1であ る か ら ・,
lllφulllT≦lllUolllτ十ll UolllT==2川eColllr
と な る 。 よ っ て φu∈ 顔rOで あ る 。 .証 明 終 り。
命 題5-4
r。≡4C。β、111tt。111r<1なる7"ec対 し て,φ はtaTOに だ た1つ 不 動 点 を 持 つ 。
証 明
前 命 題 よ り 明 ら か で あ る 。 ・'証 明 終 り。
注 意5-5




で あ る か ら,r。≡4c。β、supl|tgAge-tAal[〈1
0<t<T




解が存在す ることを示 す。a∈D(A■)の 場合eeは,補 題3-3i)に よ り,
ヨ ら ロ ロ ユ 　
llt9・49e-`Aall=lltgAge-tAAiall≦llAZall
ユ
であ る。従 って,1レIZallが十分小 さ く,
　
(5-3)4CoβillATall〈1
が成立 てば,T=+。 。 ととれ る。 これは(5-1)の大域解が存在す るこ とを示す。 αが もう少
ユ
し良い性質 を持 つ場合,す なわち,a∈D(A■+ε)(ε>0)のときは,
ヨ 　 ヨ　 ヨ　 ま ユ
Ilt9/1百θ一`メArHz・ ・t9'eA9'ee-・AA4+εall≦T・1|AZ+「r
で あ る か ら,
　
Tε〈(4Coβ,IIAi+εαlD-1
な るT>0に 対 して,r。〈1が 成 立つ。
命題5-4で求めた φの不動点uの 性質 を調べ よう。 φu=・uであ る。 ε>0を 任意 とす る。
ら
A㍉(の は閉区間 〔ε,T〕で有界 であるか ら,補 題4-1i)に よりFu(の も 〔ε,T〕 で有界
となる。従 って,補 題3-5によ り
1:A・e-・t-・・AFu(s)ds(・〈 ・〈 ・)
は,〔 ε,T〕 上 で1一 α 次H61der連 続 で あ る。 と こ ろ で,t>ε に 対 し て,
(卜・一 一ー ⑥+∫三脚一
が 成 立 つ こ とを 思 い 出 そ う。 任 意 の 正 数 ε'に 対 して;e'E'Au(ε)∈D(A)であ る か ら,〔 ε+ε',
T〕 上 でAae-(t'`)Au(ε)は1一α 次H61der連 続 で あ る こ と が ,補 題3-4よ り示 せ る 。 よ っ て
〔・+・'・T〕上 でA・u(t)も・一・次H・1d・繊 であ ・・ ここで ・一÷ として,補 題4-・
ii)を用・・楓F〃(t)は 不 次H・lder蹴 であ ・・ と・・わか ・.従 。て,鞭3-6e・ よ り
碗)一∫㌔ 輪)ゐ
はD(A)嶋 ・,A・v(t)e・ 〔・+・t,・'〕上 で 一9一次H・lder連 続 で あ ・.・ ・ てA・(t)も
〔・+・',T〕 上 で 一9一次H・ld・ ・ 蹴 で あ ・.e,etの 臆 性e・ よ り,次 の 樋 を 得 た.
命題5-6
・の不蛸 をu・eを 任意の聴 ・<・〈・とす… のときA・(t)は〔e・T〕上で丁 次
HOIder連続,Aau(t)は1一 α 次H61der連 続 で あ る。
注 意5-7
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Ae負 巾情 界作用素 であ・・ とee注意す2zvt',Aau(t)は必ず一㍉H・ld・ ・蹴 であ ・.




++1㌧ 一 価)-Fu(の}ds+÷ ∫㌧ 一 働)ds
=1,+12+ls
と分解 す る。 まず ろ を変形 して,
L－芸1∫i口吸 泌 一芸1◎




も明 らかであろ う・F(t)は・9次H・1d・ ・灘 ・1
ロ
llFu(t)-Fu(s)ll≦clt-slE




を得 る。以上 よ り
÷{v(t+h)-v(の}一－Av(t)+Fu(t)
す な・・ち,・ の右微 分 芸 ぽ 関 して,
・髪i・(t)一－Av(の+Fu(t),t>o
が成立 つ。一方 μ。については,






を得 る。 この右辺は,既 に調べ たよ うに,連 続(実 はH61der連続)で あるか ら,
s/u(り一聯(の
であ る(追 記参照 の こと)。すなわち,μ@)は 方程式
ゐ(5-5)=-Au十Fu
dt
をみたす。limu(t)=aは,積分表示(5-2)よ り明 らかであ る。 従 ってu(t)は(5-1)の解
ト トキ　 き
であ る ことが示され た。 既ee述べた よ うに －Au(の+Fu(彦)∈cg(〔ε,T〕:瓦)で あ る か ら
(5-5)よりu(t)∈Ci+§(〔ε,T〕:H。)を得る。以上 によ り,次 の定理 が証明 された。
定理5-8
r。≡・4C。β、111u。111・<1なるT>0に 対 して,方 程 式(5-1)をみたすu(t)がtaToに ただ
1つ存 在す る。 さ らに,任 意の α(0<α<1),任意の ε>0に 対 して,A"u(t)∈Cl'a(〔ε,T〕:
ヨ








とす る。 ∫ は次の二条 件:
　 ヨ
(6-2)11tZPf(t)IIは〔0,T〕で有界,か つ11t勺pf(t)II→0(t→0)
(6-3)γ>0が 存在 して,Pf(t)は(0,T〕で γ次H61der連続
をみ たす とす る。 この とき§5と同様に して,以 下 の結果 を示 す ことが出来る。 証明は省略 する。
補 題6-1
i)u。,u∈夕'Tとし,fは(6-2)を みたす とす る。 この ときTuは 夕丁 に属 し,
川●μ川ア≦川UO川丁+C。β、川U川T2+VT(f)
　












i)Ui'は勿rに おいてLipschitz連続 である。u,v∈ 勿 アな らば
lllTu－ΨwlllT≦rlllu-vMr
が成立 つ。
ii)r≦1な らば 勿rは ψ に関 して不変 であ る。 すなわちu∈ 勿rな らぽTu∈ 顔rで あ る。
命題6-3
r<1な るTに 対 して,Vは 鋤 にただ1つ の不動点 を持 つ。
注意6-4









が 成 立 て ば,T・=+。 。 と と れ る 。 こ れ は,(6-1)の 大 域 解 の 存 在 を 示 し て い る 。
定 理6-5
fは(6-2),(6-3)を み た す と す る 。
r≡4C・βi(111u・lilr+VT(f))<1なるT>0に 対 し て,方 程 式(6-1)を み た すu(t)が 勿r
・etただ1つ 存 在 す る 。 さ らに 任 意 の ε>0,任 意 の α(0<α<1)に 対 し て,Aau(s)∈C"a(〔ε,
T〕;Ha(9)),Au(t)∈ce(〔e,T〕;Ha(9)),u(の∈C1+θ(〔ε,T〕 ∫H。(9))が 成 立 つ 。 但 し
・-m・m(3γ・8)で あ・・
注意6-6





多;・ω ・蹴 ならぽ,微分 昔 ・(・)が存在して
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とお こう。 これは 渉の連続関数で,τについて一回微分可能で
`、・(・)一叢 ・(の一;;・(の,,,
が 成 立 つ 。U(t)-V(の=w(の と お け ば,w(彦)はtに つ い て 連 続 で,・ ・
;;ω(・)一嵩 ・(の一 芸 ・(の一・'・ 一,
で あ る 。Kato〔6〕 皿.Lemma1.36に よ りw(t)は 定 ベ ク トル で な け れ ば な ら な い 。w(t)
レ ロ
=aと すればu(t)=v(t)+aとな る。 よってu(の は1回 微分可能 で,(A-1)が成立つ。
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